Chapitre 1

Introduction a la Théorie des Jeux

1.1. Introduction

La théorie des jeux [AUM 02] est un formalisme qui vise a é&tutis interactions
entre agents sachant que de telles interactions peuvdahdié de la coopération
au conflit. Originellement concue comme un outil mathémeigour les sciences
économiques, il a montré au travers des années, qu'il poétra fort utile en lo-
gique et théorie des ensembles [ERMAR 75], en biologie et théorie de I'évolu-
tion [SMI 02], en informatique [PAP 95, PAR 02, GIE 06], en busa de conflits [MYE 97],
etc. Comme on le voit donc l'interaction semble étre la giemngulaire des études
sous-tendus par la théorie des jeux particulierement @ashsrhaine économique. On
peut toutefois se demander qu’en est-il de I'interactionsdies systémes informa-
tiques ?. En fait, I'interaction est une tendance majeusesystemes informatiques
actuels et un important champ de recherche. Elle se déduse@usieurs aspects :

— interaction entre utilisateurs et systemes informasque

— interaction entre entités informatiques autonomes (ayeollaborant pour ré-
soudre un probleme, interconnectées sur un réseau local dla $oile”,

— sans oublier I'intégration de ces deux aspects dans lessdiggents conversa-

tionnels”, “agents de recherche", “assistants persohretts

Dans I'un ou l'autres de ces aspects, l'interaction est im@mde dans la mesure
ou c’est a travers elle gu’on peut combiner les efforts, négpentrer en compétition,
s’entraider, fournir un service, etc. Les probléemes def@mifts intervenants qu'ils
soient des humains ou logiciels pourraient exhiber desrdigpees mutuelles et par
conséquent, ils seraient appelé a interagir en vue de lesdads Nous utilisons le mot
interaction pour signifier un type d’action collective ou une entité effe une action
ou prend une décision, laquelle décision est influencéermaautre entité.
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Naturellement, I'interaction est par nature distribuéelts a lieu généralement
entre une entité informatique autonome (un agent) et saroemement. Celui-ci pou-
vant étre peuplé, soit d’autres agents, soit d’opérateursains, soit d'objects inani-
més, etc. Un environnement a en général les propriétésses/ed’aprés [RUS 03]) :

— Accessible ou inaccessiblgn environnement est dit accessible pour un agent
donné si les capteurs de cet agent détedtmu les aspects pertinents au choix de
I'action que cet agent doit effectuer. Dans le cas contréeavironnement est dit
inaccessible. Bien entendu, I'accessibilité de I'envirement facilite le maintient de
I'état interne de I'agent en cours du temps. a titre d’exeyymh agent joueur d’échecs,

a un environnement accessible. En revanche, un agent jdequoker a un environ-
nement inaccessible.

— Déterministe ou stochastiqu8i le prochain état de I'environnement est com-
pletement déterminé par I'état actuel et les actions queptamhentreprendre I'agent,
alors on pourra dire que I'environnement est déterministeonvient de remarquer
que l'environnement est vu comme déterministe ou selon le point de vue de
I'agent et non du point de vue de l'observateur. Ici aussi I'agenejoud’échec a
un environnement déterministe alors que 'agent joueuraleipa, quant a lui, un
environnement non-déterministe.

— Statiqgue ou dynamiquési I'environnement change quand I'agent est en train
de délibérer, alors cet environnement est dit dynamique peuagent, sinon il est
dit statique. Bien entendu, un environnement statiqueagesiefa gérer dans la me-
sure ou I'agent ne s’en préoccupe pas au moment de la prise diision. a titre
d’exemple, un agent conducteur d’engin a un environnemgrardique, tandis qu’un
agent joueur de poker a un environnement statique.

— Discret ou continueS’il y a un nombre distinct d’actions de la part de I'agent
et de réactions de la part de I'environnement, celui-ci kssalit discret, sinon il est
dit continu. a titre d’exemple, I'agent conducteur d’enginn environnement continu,
tandis que I'agent joueur d’échec ou de poker a un enviroenediscret.

Bien entendu, I'éventail des formalismes pour l'interactest assez large puis-
qgu'il va de la théorie des graphes a I'’économie rationnellpassant par toutes sortes
de logiques (déontique, temporelle, épistémique, dynaeigtc.) Du point de vue
des formalismes utilisés pour décrire analyser et raisosurd’action, on peut mettre
en évidence la logique et la théorie de la décision et pluérgégment les principes de
la rationalité économique [DOY 90]. L'une et I'autre peutéire utilisées soit d'une
maniéredescriptive(i.e., comme un ensemble de concepts et d’outils mathéuoetiq
avec lesquels le raisonnement et I'action peuvent étre dlisgs et analysés), soit
d’'une maniérenormative(i.e., comme un ensemble de “lois” auxquelles le raisonne-
ment et I'action doivent se conformer). En fait, les deuxt$mportants dans le cadre
de l'interaction.
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Jusqu’a ces dernieres années, I'utilisation descriptevdadogique dépassait de
loin I'utilisation des outils basés sur la prise de décisibiune maniére générale, la
logique a été utilisée pour formaliser les connaissandespédnification afin (1) d'in-
férer de nouvelles connaissances et les mettre a jour etlé(@yminer la séquence
d’actions qui permettrait d’atteindre tel ou tel but (pfagdtion des actions). De fa-
con similaire, les outils de prise de décision et en paigcle rationalité économique
peuvent étre utilisées de maniere descriptive pour identidis conditions sous les-
quelles, telle ou telle technique d’'inférence est meikbegu'une autre, ou d’expliquer
pourquoi une technique est meilleure ou moins bonne dansidemstances spéci-
fiques. A notre connaissance, cet aspect a trés peu intéessséercheurs.

En fait, la logique et I'économie rationnelle peuvent tréentse compléter dans
le cadre de l'interaction puisgu’elles remplissent dessdlien complémentaires. La
logique sert a décrire les possibilités pour raisonner &t tandis que I'économie
rationnelle sert a prescrire les choix parmi ces possisilita logique joue un réle
descriptif en développant des formulations de problénéephomie rationnelle joue,
quant & elle, un réle en choisissant les problémes a résetdes moyens pour le
faire.

Bien entendu les environnements d’agents autonomes agxgueloit faire face
se doivent de refléter la réalité et ils sont dés lors : inaibks, stochastiques, dyna-
miques et continues. Pour rendre compte de cela, il nousdatit’abord étendre la
notion de théorie des jeux a dggix dynamiquesgénéralement utilisés pour rendre
compte de la compétition entre processus évoluant dansfesteDes transitions sto-
chastiques sont ensuite utilisées pour formaliser I'i@ginerrant et pouvant donner
lieu a une analyse statistique quantitative. jees stochastiques (ou Markoviesent
des jeux dynamiques avec des transitions stochastiqadsrithent, de nos jours, une
théorie mathématique mature et riche, utilisée dans begud@applications comme
I'’économie, la biologie et tout ce qui tourne autour de l'étion et des popula-
tions, les files d'attentes, les télécommunications, le ehatiecking, etc. Ces der-
niers temps, les jeux Markoviens ont pris beaucoup d’ingraré en informatique aux
travers plus particulierement des systemes multiageétsalpment pour la décision,
la planification et I'apprentissage dans un environnemarnnterviennent plusieurs
agents autonomes. (Liens)

1.2. Rappel sur la théorie des jeux
1.2.1. Quelques définitions de base

Plus généralement, une partie de poker, la formation d'gogé, ou une négocia-
tion entre agents pour la prise de rendez-vous sont autdetxldifférents obéissant a

des régles spécifiques. Dans ces jeux, chaque particippetmétre totalement maitre
de son sort; on dit alors que tous les intervenants se troevesituation d’interaction
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stratégique [THI 04]. La théorie des jeux vise a étudier felfement ce type de jeux

ou le sort de chaque agent participant dans le jeu, dépensieubement des décisions
gu'il prend mais également des décisions prises par lessatents intervenant dans
le jeu. Dés lors, le “meilleur” choix pour un agent dépendéatement de ce que font
les autres.

Les agents participants a un jeu sont appelés joueurs. dinsiueur est un agent
qui pourrait représenter une entreprise, un robot, un consteur, etc. et qui agit
pour son propre compte selon le principe de la rationaliiévipe a maximiser soit
son utilité soit une mesure de performance dohre@enme le précisent Russell et
Norvig [RUS 03]. Ainsi, chaque agent cherche a prendre lesilfeures décisions”
pour lui-méme et ne fait pas référence a un quelconque f&&Crpour autrui. Bien
entendu, ceci n'est plus valable si on s'intéresse a depésjdiagents ou les partici-
pants poursuivent un objectif commun.

1.2.1.1. Jeux non coopératifs et coopératifs

En théorie des jeux, il est important de garder a I'espritlgaegents participants
au jeu (qu'on appelle dorénavant agent(s)-jouer(s)) seedbde choisir leurs propres
actions, en tenant compte des actions des autres partipiardoivent raisonner sur
autrui et essayer de se faire une idée aussi précise quélpogsicet effet, la théo-
rie admet : i) que chaque agent-joueur s’efforce de preredrenieilleures décisions
pour lui méme et sait que les autres font de méme; ii) que leépent fait, est une
connaissance commune a tous les agents-joueurs.

En théorie des jeux, on distingue les jeux coopératifs desnpen-coopératifs. Un
jeu est ditcoopératif si les agents-joueurs peuvent passer entre eux des aceords q
les lient de maniére contraignante. C’est le cas par exemsipis agents-joueurs s'ac-
cordent sur un contrat, un accord devant une autorité cgtd. est prévu une sanction
Iégale en cas de non respect du contrat ou de I'accord. Daoasg®n dit que les
agents-joueurs forment umealition dont les membres agissent de concert. Lorsque
les agents-joueurs n’'ont pas la possibilité de former dabtmms, on dit que le jeu est
non-coopératifDans ce type de jeu, on spécifie toutes les options stratégmffertes
aux agents-joueurs, chose qu’on ne fait pas dans les jeypécatifs.

Un jeu non-coopératif peut étre défini de deux maniéresréifis (qui sont tou-
tefois équivalentes) : stratégique (ou normale) et extenin jeu en forme straté-
giqueest une collection de stratégies décrivant les actionsaguehagent-joueur dans
toutes les situations concevables du jeu, ainsi qugdesobtenus par chacun lorsque
les stratégies de tous les agents sont connues. Voici urpxeie jeu en forme straté-
gique pour deux agents-joueuEstreprisel et Entreprise2 ayant a leur disposition
les actiongproduit et ne produit pas. Par convention les gains sont reportés sous la

1. Une telle mesure définit le critére de succes du comportement detl'agen
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forme (x, y) pour une combinaison d'actionstion gyireprisel X ACtiON Enireprisel
et ouz est le gain de I'agent-joueur ligne (iEntreprisel) ety est le gain de I'agent-
joueur colonne (icEntreprise2).

Entreprise2

produit ne produit pas
. duit| —3,—2 10,0
Entreprisel pro : .
P ne produit pas 0,8 0,0

Figure 1.1. Exemple de jeu en forme stratégique.

Un tel jeu peut aussi se présenter soutane bi-matricielleou la premiére ma-
trice représente les gains relatifE€atreprisel comme le montre la figure 1.2 ; alors
que la deuxieme matrice représente les gain&wteeprisel et est illustrée en fi-
gure 1.3.

Entreprise2

produit ne produit pas
. duit -3 10
Entreprisel pro
P ne produit pas 0 0

Figure 1.2. Gains de I'entreprise 1

Entreprise2

produit ne produit pas
. duit -2 0
Entreprisel pro
P ne produit pas 8 0

Figure 1.3. Gains de I'entreprise 2

Un jeu en forme extensive (appelé aussi développé) est gefimun arbre qui
décrit comment le jeu est joué. Dans ce cas, chaque sommafloie Ispécifie le (ou
les) agent(s)-joueur(s) qui doit (doivent) choisir uneact ce moment du jeu ainsi
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que l'information dont chaque agent-jouer dispose lorsadprise de décision. Les
gains que chaque agent-joueur peut réaliser aprées avgiusules chemins possibles
au sein de I'arbre sont donnés aux sommets terminaux dedattse peut parfois,
que les événements possibles et leurs probabilités peawssitétre associés a certains
sommets de I'arbre. Un exemple d’une telle présentatiod@stée en figure 1.11.

0

ANA
4 G 3

Figure 1.4. Forme extensive du jeu de pile ou face entre deux joueurs.

Dans ce jeu en forme extensive, I'arbre décrit toutes lelesedy jeu relatif a pile
ou face entre deux agents-joueurs 1 et 2. L'agent-joueuigheagai le résultat est le
méme, quand les deux agents jouent et il perd dans le casén@omme on le voit,
les gains respectifs de 1 et 2 sont représentés au niveaomesess terminaux. Si de
plus on précise que I'agent-joueur ne sait pas ce que le jduajoué préalablement,
on représente cela par un trait discontinu liant P et F deliagpueur 1 pour dire que
2 ne les différencie pas.

Continuons sur les concepts de base et définissons maihtenguion appelle une
stratégie pureUne telle stratégie refléte une action ou une suite d'astibivisie par
chaque agent-joueur avec certitude. Dans certains cas$ pit&férable d’avoir recours
a unestratégie mixteléfinie comme une distribution de probabilité sur I'ensenttas
stratégies pures. Dans le contexte plus spécifique d'umdéorme extensive, hormis
les stratégies pures et mixtes, on introduit égalementdéésfie locale et la stratégie
comportementale [YIL 03].

— Unestratégie locala’un joueuri est similaire & une stratégie mixte, sauf qu’elle
est définie au niveau d’un ensemble d’'information, au liejedwglobal. Précisément,
pour un joueut, elle définit par conséquent, pour chaque ensemble d’irgtbom#,
une mesure de probabilités sur I'ensemble des actionsmtdps en cet ensemble
d’information.

— Unestratégie comportementatiu joueuri est un vecteur de stratégies locales
de ce joueur, contenant une stratégie locale par ensenibferdiation de ce joueur.
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1.2.1.2. Définition d’un jeu en forme stratégique

Les éléments constitutifs d'un je@z en forme stratégique sont les sui-
vants [THI 04] :

—N = 1...n estl'ensemble fini des agents-joueurs. Pour éviter toutéusmn,
un agent-joueur quelconque est nbtBien entendu € N.

— s; désigne la stratégie de I'agent-joudulne telle stratégie décrit de maniere
précise ce qu'un joueur fait. Par extension, I'ensentileécrit toutes les stratégies
disponibles pour le jouedr Bien entendus; € S;.

—Deéslorss = (s1,...,8i,..-,8,) € S1 X...x8S; X ... xS, =S estuneissue
du jeu ; autrement dit une combinaison de stratégies @St la stratégie pour I'agent
i. Dans le reste du chapitre,; € S_; désigne toutes les stratégies choisies sauf celle
du joueur:.

—u;(s) € Restlafonction de gain du joueuie IN. On voit bien que la fonction de
gain de l'agent-joueur dépend non seulement de sa stratégienais aussi de celles
des autres joueurs reflétées danBar ailleurs, le joueuirpréfére strictement l'issue
s alissues’ siu;(s) > u,(s’). Dans le cas, ou,(s) = u;(s), i est dit indifférent aux
deux issues ets’.

— Chaque agent-joueur connait, outre les siens, les ensemblstratégies et les
fonctions de gains de tous les autres joueurs.

Cette derniére hypothése caractérise le jeu comme étantogmation complete
ATinverse, un jeu est dit en information incompléte si lgeats-joueurs ne connaissent
certains éléments du jeu qu’en termes de probabilités.

Un jeu a deux joueurs est a somme nullegis) + uq(s) = 0 etceVs € S. En
d’autres mots, les gains de I'un sont les pertes de I'autiesgoueurs sont donc des
opposants. Ce genre de jeu particulier peut trouver un¢icolvia le maxmin. Pour
illustrer cela, supposons que le jouéwest celui qui cherche a maximiser etil a a sa
dispositionm stratégies soient;, aveck = 1,2,...,m etj est celui qui cherche a
minimiser et il a & sa disposition stratégies soient;;» aveck’ = 1,2,...,n. Dans
ce cas, si le jouedrchoisit la stratégié tandis qug choisit la stratégié’, alorsj doit
payer ai le gaina.-2. Lensemble de tous les gains possibles fjpeut obtenir est
représenté par une matrigem x n avec I'entréeu;,. Dés lors, dans cette matrice
, 'agent sensé maximiser (i.&),sélectionne les ligne dé, tandis que I'agent qui est
sensé minimiser (i.ej) sélectionne les colonnes.

Considérons alors I'exemple montré en figure 1.5 ci des®ies.entendu, un tel
jeu peut étre représenté simplement par la matrice de lafi6r

2. Les payements négatifs sont permis car on est dans un jeu & sorfien®mupourrait aussi
dire quei recoit la quantiter, s alors quej recoit la quantité-a



10 SMA

Min

3,-3 | 1,-1 | 8-8
4,—4 |10,—10| 0,0

Max

Figure 1.5. Jeu a somme nulle.

Min

318

Max 1070

Figure 1.6. Autre représentation matricielle d’'un jeu a somme nulle.

La question maintenant est de savoir quelle option, dewéithun agent ration-
nel ? Pour cela, il faudra considérer iegeaux de sécuritéde chacun des agents [HAU 98].
Il est alors facile de voir que $ilax choisit la premiére ligne, quel que soit ce que fait
Min, il fera au moins un gain de 1. En choisissant la deuxiemeJigmisque de faire
un gain nul. De facon similaire, en choisissant la premiéterme,Min, il n’aura pas
a payer plus que 4, tandis que s'il choisit la seconde ou isiéme colonne, il risque
de perdre respectivement 10 ou 8. On voit donc que le niveagdeité deMax est
1 et il est assuré par le choix de la premiére ligne, tandidejneseau de sécurité de
I'agentMin est 4 et il est assuré par le choix de la premiére colonne nilieat de
noter que :

1 = maxmin ayy
ph N kk

4 = min max agg
Kk

Ceci montre que la stratégie qui assure a I'adéax son niveau de sécurité est la
stratégie maxminSymétriquement, la stratégie qui assure a I'agdintson niveau de
sécurité est Iatratégie minmax.

Proposition 1 Dans une matrice représentant un jeu a deux joueurs a somiteg nu
on a l'inégalité suivante :

max min agy < mMin max ajg/
koK S Tk
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PREUVE.— voir [HAU 98].

Une importante observation est queMsx joue en premier et quBlin agit en-
suite ayant connaissance de l'actionMex, alors la stratégie maxmin ddax est
le meilleur choix et elle méne a un gain de 1 pMex. Si la situation est inverse
est qu'il revient aMin de jouer en premier, alors son meilleur choix est la stratégi
minmax et il a a payer 4. Mais que se passe-t il si les deux jgyeuent simultané-
ment ? Une étude approfondie du jeu précédent illustré enefiib montrerait que
dans ce cas, les stratégies maxmin et minmax ne sont pasldésrsosatisfaisantes
pour ce jeu. Dans certains cas toutefois, le jeu pourraivexger vers une solution
stable. Considérons un autre exemple, celui de la figureein@runté a [HAU 98].

Min
10 |[—-15] 20
Max | 20 |-30| 40
30 |—45| 60

Figure 1.7. Jeu ouMaxmin = Minmax

Il est facile ici de voir que :
—15 = max{—15, —30, —45}
—15 = min{30, —15,60}
Ainsi, la paire correspondant aux stratégies maxmin andnainest donnée par

arr = (15, —15) et elle correspond &, k') = (1,2), c’est a dire a la premiére ligne
et a la deuxiéme colonne.

Si dans une matrice de jeu a somme nulle il y a une pairgk(*), telle que :
Ak K Ofprir= < Ak

on dit alors que la pairék(, k’*) est un point de selle.

Proposition 2 Si dans une matrice de jeu a somme nulle, on a:
max min ayp = Min max ay = v
k k' k' k

alors le jeu admet un point de selle en stratégies pures.
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PREUVE.— voir [HAU 98].

Si (k*, k'*) est un point de selle pour une matrice de jeu, alors les joMex et
Min ne peuvent améliorer leur gain unilatéralement en déviat cet k'* respecti-
vement. On dit alors qué:{, k’*) est un équilibre.

1.2.2. Jeux statiques en information compléete

On dit qu’un jeu esstatiquelorsque les joueurs choisissent simultanément leurs
actions et recoivent ensuite leurs gains respectifs. Aimggu se joue en un seul coup,
contrairement aux jeux dynamiques sur lesquels nous mndan plus tard. Parmi ces
jeux, les jeux finis a 2 joueurs occupent une place priviggiér ils sont simples
d’'un point de vue présentation bien qu’englobant les ppialeis caractéristiques (hor-
mis la complexité engendrée par un grand nombre de joueucaiete qui tourne
autour) qu’on trouve en théorie des jeux. Comme on I'a péplas haut, ces jeux
peuvent étre représentés sous forme stratégiques et dosdastorme de matrices
dans lesquelles le premier joue verticalement en chorsissee ligne de la matrice, et
le second horizontalement en jouant une colonne. De tetssiguot aussi appelés jeux
matriciels.

Nous allons maintenant illustrer cette forme de jeu, paélélre jeu du dilemme
du prisonnier. Un tel jeu s’énonce de la fagon suivante : Daispects §uspectl
et Suspect2) sont interrogés séparément par un juge pour un délit gtavpige ne
dispose pas d’éléments de preuve suffisants pour les cordainiaveu d’au moins
un est indispensable. Des lors, il propose a chaque accuibeit s'il avoue. Par
contre s'il n"avoue pas et que l'autre le fait , il écope d'pwne de 15 ans. Si les
2 avouent il peuvent espérer bénéficier de circonstancésuattes et recevoir une
peine de 8 ans. Enfin si aucun des 2 n'avoue, ils seront coreapour des délit
mineurs a 1 an de prison chacun. Dans ce cas, la matrice desdgs deux joueurs a
la forme suivante.

Suspect2

Avoue N’avoue pas

Avoue| —8,—8 0,—15
N’avoue pas —15,0 —-1,-1

Suspectl

Figure 1.8. Dilemme du prisonnier.

On estdonc amener a se poser la question : comment doivestngp®der les deux
suspects, en supposant qu’ils soient rationnels selonaddef principe économique
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(basé sur la maximisation de I'utilité) et le principe desrsg logiciels comme précisé
plus haut. On peut remarquer dwouerest une stratégie qui conduit a une peine
moins lourde que la stratégie dNe pas avoueret ce quel que soit le choix effectué
par I'autre joueur. Par conséquent, chacun des suspectscairtt@rét a opter pour
cette stratégie en vue de réduire sa peine. Selon la mag&gains, chacun va alors
avoir une peine de 8 ans de prison, ce qui constitue une coratann assez lourde.

Il faut bien voir que cette stratégie mise sur le fait qu'etd choisie parce que’elle
donne un gain moindre que l'autre stratégtece sans avoir besoin de se faire une
idée de ce que va faire l'autréJn telle stratégie est appelée, en théorie des jeux, une
stratégie dominante

Dans un jeu en forme stratégique, une stratégie S; est dite dominante pour le
joueuri si, quel que soig; € S; ets; # s;, 'on ait :

u;i(si,s—3) 2 ui(8i,8-3), Vs_;€S8_;

Dans cet exemple, on voit bien que nos deux suspects orétidt@guer leur straté-
gie dominante tous les deux et a ne pas dévier. La stratégjeicte (Avouer,Avouer
est donc un équilibre (sorte de point fixe) pour les deux owwha’'a pas intérét a
dévier. Plus généralement, si dans un jeu donné, tous lear®ont a leur disposition
une stratégie dominante, alors ils ont intérét & la chofécvement et dans ce cas,
le résultat du jeu est appedguilibre en stratégies dominantes

Il est important de voir au niveau de la matrice de la figurequd si les prévenus
s’entendaient entre eux en s’engageant a ne pas avouendarooation qui leur serait
appliquée serait beaucoup plus Iégére puisqu’elle serstit de 1 an pour chacun. Le
probléme ici est que I'un ou l'autre des suspects est tentder unilatéralement
de la solution coopérative, pour avoir sa liberté et querktégie conjointeNe pas
avouer,Ne pas avougn’est pas un équilibre. On voit donc bien, a travers ce ditem
que la coopération n’est pas facile & mettre en ceuvre et quehilen des cas, il faut
mieux s’entendre plutdt que de se combattre.

Ainsi donc, le dilemme du prisonnier met le doit sur des égas comportemen-
tales tant au niveau de I'individu qu’au niveau du groupeestainsi par exemple,
qgu’il montre qu’un groupe d’individus ne va pas nécessa@meinse comporter dans
I'intérét du groupe si chacun peut obtenir pour lui-mémeésultat meilleur en choi-
sissant pour son propre compte. D’ou I'importance de dispdg lois, normes et
régles sociales qui imposent une certaine coopérations Bialles lois, normes et
regles convient-il de mettre en ceuvre ? et qui les met en dsmepratique, il n'est
pas aisé de trouver une réponse satisfaisante a cetteagquesti
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1.2.2.1. Processus de dominance successive

En fait, I'équilibre en stratégies dominantes existe ramenet il faut faire appel
a d'autres types de solutions a un jeu. Dans ce cadre, ongioutiliser la solution
suivante : si un joueur a une stratégie dominante, on pers slattendre a ce qu'il la
choisisse, et comme I'autre joueur est capable d’anti@peaoix, celui-ci choisit de
la contrer avec smeilleure réponseConsidérons I'exemple de la matrice présentée
en figure 1.9.

Joueur2

521 S22 523
S11 4,3 5,1 6,2
Joueurl s;5 (2,1 (8,4 (3,6
s13 13,0 19,6 | 2,8

Figure 1.9. Un exemple de jeB x 3.

Dans ce jeu et comme nous I'avons préciseé plus haut, chatjule ckl jeu contient
un couple reflétant (Gain diioueurl, Gain duJoueur?2). Il est alors clair que le
jeu ne possede pas de stratégie dominante ni pour I'un nilfEuire des joueurs.
Cependant, on peur remarquer que pouldaeur2, la stratégieso, est strictement
dominée par la stratégies. Du moment que le joueur 2 est rationnel, il ne pourra
pas retenir cette stratégie et on peut I'enlever de la neatblans la matrice restante,
on remarque que;; est devenue, pouloueurl, une stratégie dominante. Dans ces
conditions, ce joueur ne peut que jouer cette stratégie fmpar hypothése, le jeu est
a information compléte, I8oueur2 peut donc anticiper cela, et aligner sa meilleure
stratégie face a cela, sait; qui lui procure un gain de 3. La solution d'un tel jeu
est alors I'équilibre {11, s21) et il procure des gains dd, 3). Il a été obtenu via un
processus ddominance successive.

La dominance successive est un concept plus faible quedelaistratégie domi-
nante. En effet, elle fait intervenir le concept de straégiictement dominée en lieu
et place de stratégie dominante. Une stratégie S; est ditestrictement dominée
pour une joueut s'il existe une autre stratégig € S; telle que :

wi(8i,8—4) > ui(si,s—;) Vs_; €S_;
Bien entendu, dans le cas ay(§;,s_;) > w;(s;,s—;) Vs_; € S_;, la stratégie

s; est ditefaiblement dominéd’inégalité étant ici stricte pour au moins une combi-
naisons;. Comme on peut le constater, s'il existe une stratégie daménpour un
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joueur, toutes les autres stratégies sont donc dominéesie¢pt donc étre éliminées
en vertu de la dominance successive. Celui-ci est donc deenplus générale et per-
met d’aboutir a des solutions de jeux qui n'admettent pagudlibre en stratégies
dominantes.

Il convient de noter que par sa nature, la dominance suweesst aussi appe-
|ée élimination successive des stratégies strictemenirgi@s. Elle ne dépend pas de
I'ordre d’élimination, ni du fait que les joueurs éliminatte facon simultanée ou sé-
quentielle. Elle converge vers un jeu réduit qui est biemitéfsi c’est un singleton,
une seule stratégie pour chacun des joueurs, on a un caadita¢quilibre évident.
Dans le cas ou on utilise un processus a base de stratégi@gasnnon strictement),
il pourrait dépendre de 'ordre et de la maniéere dont lesyosiéliminent.

Evidemment, tous ces concepts tournant autour de la doger@euvent ne rien
donner et si aucune stratégie n’est dominée ou si on aboutitjau qu'on ne peut
plus exploiter, le probleme reste entier. Un concept plildaermet, dans un grand
nombre de cas une résolution intéressante des jeux : léogude Nash.

1.2.2.2. Equilibre de Nash

On dit qu’'une combinaison de stratégigsest un équilibre de Nash si I'inégalité
suivante est satisfaite pour chaque joueur

ui(sy,8%;) = ui(si,s™;) Vs €8;

Autrement dit, si le joueur anticipe que les autres participants au jeu vont choisir
les stratégies associées au veciyril ne peut que maximiser son gain en choisissant
la stratégies}. Celle-ci est en fait la meilleure réponseidies* ; (notéemr;) et elle
correspond & :

mr;:Ss_i — arg mgxui(si,s,i)
s

Deés lors, I'équilibre de Nash peut aussi s’écrire :

Vi, s7 € mr;(s*;)

Comme on peut le voir, I'’équilibre de Nash constitue une doaibon de straté-
gies ou chaque joueur maximise ses gains compte tenu defiatipposée des autres.
Il a donc une propriété de “stabilité” qui est satisfaite poliacun des joueurs, c’est
pourquoi on parle d™“équilibre”.

Dans I'exemple précédent de la figure 1.9, la solutibi3) qui résulte de I'appli-
cation de la dominance successive est aussi un équilibreadh. \Celui-ci est donc
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une généralisation et dans bien des cas, c’est le seul datesplution qui intervient
dans un jeu, particulierement quand il N’y a ni stratégie idamte ni dominée.

Dans I'exemple de la figure 1.10 deux entreprisedreprisel et Entreprise2
ont la possibilité de se lancer dans la production d’un nauvgen pour lequel les
débouchés sont limités, sans qu'il y ait de compromis ptssbtre elles si toutes
deux décident de produire.

Ce jeu comporte 2 équilibre de Nash, (ne produit pas, prpdaitt les gains sont
(0,8) et (produit, ne produit pas) dont les gains sont (1€h@run correspondant a une
situation ou I'une des entreprises produit, I'autre s’abant de le faire. Cet exemple
montre que des deux équilibres, il n’ay a pas un qui appa&raiss raisonnable qu’un
autre.

Entreprise2

Produit Ne produit pas

Produit| —3,—2 10,0

Ne produit pas 0,8 0,0

Entreprisel

Figure 1.10. Multiplicité de I'équilibre de Nash

A cette difficulté de multiplicité d’équilibres, s'ajoute Ffait qu’il peut ne pas y
avoir du tout d’équilibre de Nash, en stratégies pures, poujeu particulier. Un
exemple bien connu est celui du jeu de pile ou face (matchémpigs) présenté en
figure 1.11. Ce jeu pourrait étre vu sous la forme stratégmoetrée en figur@? ou
on voit que c’est un jeu a somme nulle ne possédant pas digrguile Nash.

Joueur2
Pile Face
Pile |1,—-1 | —1,1
Joueurl ’ ’
Face|—1,1|1,—1

Figure 1.11. Exemple de jeu n'ayant pas d’équilibre de Nash

Dans ce cas, on pourrait penser a un mécanisme aléatoigifaérpar la compo-
sition des loteries des différents intervenants) qui d&pidur les joueurs. Pour cela,
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on suppose que chaque joueur choisit une loterie définiéemisemble des stratégies
pures. Techniquement, chaque joueur associe une prdababila la stratégies; et
laisse au mécanisme aléatoire le soin de décider. Dans text®rchaque joueur vise
maintenant & maximiser ses gains espérés en choisissaetllieune loterie possible,
autrement dit la meilleure stratégie mixte.

Dans le jeu de pile ou face, présenté en figue 1.11gleurl a une probabilité
de choisirPile et une probabilité dé — p de choisirFace Pour leJoueur2 les deux
probabilités sont respectivementglet 1 — ¢. Dés lors, le gain espéré doueurl est
reflétée par la fonctiot’ £, linéaire enp suivante :

GE; = pquq(Pile, Pile) + p(1 — q)uy (Pile, Face) + (1 — p)quy (Face, Pile)+
(1 —p)(1 = q)us (Face, Face)

Maximiser ce gain espéré revient donc a chereliétE, ) /dp = 0 soit :
qui(Pile, Pile)+(1—q)uy (Pile, Face) = quy (Face, Pile)+(1—q)ui (Face, Face)

Si on remplace les; par les valeurs indiquées dans la matrice présentée en fi-
gure 1.11, on obtient alors :

q—(1-¢q¢)=-q+(1—q)

Soit alorsg = 1/2.

Le méme raisonnement pourdeueur? (ou cette fois-ci on chercherait le maixima
d(GEy)/dp = 0) aurait donné = 1/2.

Le résultat (1/2,1/2) est appedguilibre en stratégies mixtest il correspond au
fait que I'un ou l'autre des joueurs choisisse une fois swxdgile, et une fois sur
deux face.

Théoreme 1 on est assuré d’avoir au moins un équilibre de Nash si : (iglesembles
de stratégies sont des sous-ensembles compacts et code&g®t si (ii) la fonction
de gainu; est continue en et strictement quasi concave gnpour chaque joueur.

Rappelons qu’'un ensemble compact est un ensemble ferménét ha convexité
d'un ensemble assure, quant a elle, que quand on combings plim tel ensemble,
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la combinaison appartiendra a cet ensemble. Un jeu fini e@wnou les ensembles
de stratégies des joueurs sont finis. La continuité et laaadtécde la fonction de gain
va assurer que sur 'ensemble convexe et compact des gsgtiegnaximum de cette
fonction, c’est a dire la meilleure réponse, va se modifiemaaiére continue et en
restant dans I'ensemble des stratégies. Cela va assmtergeéction des fonctions de
meilleures réponses [YIL 03].

Une implication importante pour les jeux finis est alors laaote :

Théoreme 2 Tout jeu fini admet un équilibre de Nash en stratégies mixtes.

PREUVE.— A cause du vecteur de probabilités qui sous-tend chaceisesistratégies
mixtes, 'ensemble de stratégies d’un jouéest compact et convexe. La fonction de
gain du méme joueur est linéaire dans les probabilitésestldonc continue et quasi-
concave. Les hypotheses du théoréme 1 sont satisfaitesxastié donc un équilibre
de Nash en stratégies mixtes.

Il convient de noter que la multiplicité des équilibres emdre un probleme de
coordinationdes choix. Un choix évident pour tous les joueurs a été amael&chel-
ling point focal Un exemple de choix évident est celui du rendez vous qu’omrpit
donné a quelgu’un dans un bureau situé au 15eme étage d’usLibheret qui consiste
a l'attendre au rez-de-chaussée dudit immeuble juste &den

Pour faciliter la coordination, Aumann [AUM 74] a introddiigquilibre corrélé
Il s’est basé pour cela sur le fait qu'un événement aléapmte étre observé conjoin-
tement par tous les joueurs et de ce fait, il peut facilitedardination. Pour illustrer
un tel équilibre introduisons d’abord le jeu de bataille dges oUPaul et Paulette
doivent décider comment organiser leur soirée. lls ont jgela le choix soit d'aller
voir un film romantiquer soit d’aller a I'opéraD. Pour les deux, ce qui compte avant
tout c’est d’étre ensemble. NéanmoiRsulette a une préférence pour le film roman-
tique etPaul pour I'opéra. Dans ce cas,le jeu est celui de la figure 1.12suappelé
jeu de coordinationPar exemple les choix de standards de télévision ou deutedte
disquette correspondent a ce type de jeux. On voit bien guetiatégiesd,O) et (F,F)
sont des équilibres de Nash.

Paulette

F (@]

F|2,110,0
Paul d ]
o 0,0]1,2

Figure 1.12.La bataille des sexes.
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Du moment qu’on a 2 équilibres de Nash dans la bataille des sexes, maippenser a
des stratégies mixtes pour ce type de jeu. Des lors un nouvel équilibaeadtpgui associe les
probabilités (2/3,1/3) poud signifiant ainsi quePaul va a I'opéra deux soirées sur trois, et
Paulette une soirée sur trois. Leur gain espéré est de 2/3.

Supposons maintenant gBaul et Paulette peuvent demander a leur fils de jouer a pile ou
face entreD etF, et de leur a chacun de jou@rsi pile est tiré et de joudt si face est tiré. Dans
ce cas leur gain espéré a chacun devieatdnt soitPaul soit Paulette) :

1 1 1 1 3

Un gain supérieur au gain espéré valant 2/3, obtenu avec I'équilibreadle &h stratégies
mixtes. Ainsi a partir du moment ou le “coordinateur” (ici le fils) n’ess paanipulable, les
joueurs ont intérét a suivre sa recommandation. En fait tout évértexidatoire et objectif peut
jouer ce réle de coordination, pourvu que les probabilités soient &ssdeérespecter (pour la
bataille des sexes, mais pas pour tous les jeux) 0.5/0.5 [YIL 03]. Cealtgpénement instaure
une corrélation entre les choix des agents, d’ou le concepts d’équibimélé.

Dans ce contexte, on pourrait se demander si la solution donnée gaitibée de Nash
correspond a un mécanise de coordination efficace ? Deux conespesn aider a répondre a
cette question : I'efficacité au sens de Pareto (ou I'efficacité parétientieptimum de Pareto.

Pour le premier concept, on peut dire qu’'une combinaison de strétégimine au sens de
Paretoune autre combinaisasi :

wi(8s,8-1) > wi(si,s—s) Vi
et

3j tel que w;(5;,8-5) > u;(s;,5-5)

Une combinaison de stratégigsest unoptimum de Paretg’il n’existe pas une autre com-
binaison qui la domine au sens de Pareto. ainsi par exemple dans le dildmprisonnier
présenté en figure 1.8, la combinais@wd@uer,Avouérest un équilibre de Nash mais la combi-
naison (Ne pas avouer,Ne pas avolids domine au sens de Pareto. Il faudra donc retenir que
I’équilibre de Nash n’est pas nécessairement un optimum de Pareto.

Comme on vient de le voir, un équilibre de Nash n’est pas nécessaremeptimum de
Pareto mais quand il y a multiplicité des équilibres de Nash, un équilibre peuhdr un autre
au sens de Pareto. Le probléeme est de savoir comment “attirer” lasrfovers cet équilibre
dominant au lieu d’'un autre équilibre qui forcément sera dominé.
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1.3. Conclusion
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